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RESUMO

As integrais duplas estdo desde os primdrdios ligadas ao conceito de soma de &reas
infinitesimais, donde se particiona o plano em sub-retangulos e determina-se por meio da
funcdo de duas variaveis o ponto 6timo o fechamento do prisma retangular. Muito
utilizada no meio cientifico para calcular areas, com a fungéo do integrando identicamente
a unidade, e volumes, quando a superficie possui valores positivos, as aplicacdes se
estendem a Engenharia que depende de célculos estruturais e se depara com figuras
geomeétricas planas com contorno circulares. Por meio do software educativo GeoGebra
podemos visualizar o sélido e todas as suas vistas requeridas para a identificacdo dos
limites de integracdo, além é claro do célculo exato do valor de areas e volumes para fins
de comparacdo. Por meio da metodologia qualitativa, a aplicacdo em questdo torna o
entendimento mais claro, se forem executados os procedimentos requeridos utilizando
uma linguagem simples dentro do sofware tanto para a visualizacdo do sélido no espaco
tridimensional, como de suas projecdes no plano bidimensional, que de acordo com sua
estrutura fisica, podemos adotar um tipo de integracdo. Neste ambiente pdde-se observar
que os calculos tornam-se mais compreensiveis, objetivando uma melhor assimilacdo do
conteudo e aplicagdes em Engenharia.

Palavras chave: Contextualizacdo; Matematica Aplicada; Engenharia
1. INTRODUCAO

Nos cursos de exatas e areas afins, como a de Engenharia, a disciplina de Calculo
Diferencial € uma das disciplinas troncos, que possuem aplica¢Ges durante todo o curso,
porém é uma das que mais tém alto indice de reprovacdo e desisténcia. A parte da
matematica que traz luz aos conceitos de aplicacdes sdo apenas réplicas do que aparecem
no livro texto sem uma preocupacdo de mostrar os recursos graficos, que auxiliam na
assimilacdo e tornam o ensino mais ludico. Para [Figueiredo,2013] a incorporacdo de
atividades com o uso de recursos tecnoldgicos constitui um aspecto relevante para o
ensino e aprendizagem do célculo. Com a disponibilidade das calculadoras,
computadores, softwares gratuitos e de outros recursos tecnoldgicos educacionais, abre-
se um grande leque de possibilidades para a realizacdo de experimentos e praticas
pedagdgicas que seriam inimaginaveis sem o uso de tais tecnologias. Nestes termos, um
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dos diferenciais que se pode ter como auxilio nas aulas de Célculo é a utilizagdo do
software educacional GeoGebra. Em particular, para o estudo de célculos integrais de
fungBes com duas variaveis, que a principio se torna mais incompreensivel pelo fato dos
gréaficos das mesmas estarem no plano tridimensional e terem que recorrer a projecdes no
plano bidimensional para a anlise e determinagdo dos limites de integracdo. Toda esse
mapeamento de diretrizes a serem realizados para o calculo integral faz uma grande
lacuna no saber dos discentes. Por este motivo, um dos objetivos do trabalho é aliar o
calculo com o detalhamento utilizando o contorno do sélido em questdo, bem como as
vistas no plano x0y, que facilitam o entendimento e compreensdo dos entes requeridos
para o devido célculo e até mesmo o valor final, que o préprio GeoGebra designa, e assim,
pode-se comparar o valor final.

2. INTEGRAIS DUPLAS: ASPECTOS TEORICOS

Uma expressao usada para definir o volume do solido que esta na regido abaixo do
gréfico de f(x,y) eacimadaregido R €: [[, f(x,y) dA = lim YF_; f(xx, yi) AAy. Nesse
n—-oco

contexto temos infinitos retdngulos R, de area AA, = Ax; - Ay, contidos em R,
numerados de 1 até n. A integral dupla s6 pode ser interpretada como um volume quando
na regidao R a funcdo f(x,y) =0, p6s nesse caso a integral tem resultado positivo.
Quando na regido R a func¢do f(x,y) < 0 a integral dupla tem resultado negativo e s
pode ser interpretada como um volume se for considerado o seu modulo.

A integral dupla definida é feita para uma regido no plano xy. Se essa regido for
retangular, ela sera delimitada por retas paralela e perpendiculares aos eixos coordenados,

. .. ~ d b ~ . .
e assim seus limites serdo constantes: fc fa f(x,y) dxdy. Com relagdo as integrais

duplas sobre regides gerais, podemos classifica-las em dois tipos, Tipo I e a Tipo I11. A
regido do Tipol terd seus limites da forma R ={(x,y)|]a<x<bh, g.(x) <y <
g2(x)}, ja a regido do Tipo Il terd seus limites da forma R = {(x,y)|a <y < b,
hi(x) < x < h,(x)}.

Também podemos fazer a integral sobre uma regido usando o sistema de coordenadas
polares, sabendo que e as coordenadas polares (r, 8) de um ponto estdo relacionadas com
as coordenadas retangulares (x,y) pelas equacles r* = x? + y?, x =rcosf e y =
r sin 8. Desta forma os limitesvdo se darpor: R = {(r,0) |a <r < b,a < 6 < B}

Vamos utilizar o software Geogebra de matematica dinamica para a melhor identificacéo
e compreensado das regides de integracéo.

3. RESULTADOS E DISCUSSAO
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A fim de obter um melhor aproveitamento do uso do software sera exempi'ificado um
problema que aborda a integracao para varios tipos de regides de integracao.

Aplicacdo: Determine o volume do sélido que esta entre a superficie z = xy e acima da
regidao D do plano xy, sendo a regido D limitada por:

Figura 1 — Regido D de integracdo

Fonte: Do autor (2022)

Neste caso, para calcular o volume do solido referido, vamos dividir o s6lido em quatro
partes, um em cada quadrante ocupado. Desta forma a integral | fR f(x,y) dA vai ser
dividida em quatro, cada um referente definida em uma regido do plano em cada
quadrante. Vemos que para 0 1° quadrante a regido de integracdo é limitada pelas retas
x =0ex =1,epelas funghes x = y? ey =1 + x2:

Figura 2 — Regido D, de integracdo

41 0 1
Fonte: Do autor (2022)

Podemos rotular a regido do primeiro quadrante D; como do Tipo I, e isto implica nos

limites: D; = {(x,y) | 0 <x < 1,vx <y <1+ x2}. E assim o volume do solido no 1°
guadrante é dado por:
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1 ~1+x2 5
xydydx = —
J, 1. ¥

A regido de integracdo D, do 2° quadrante é limitada pelo semicirculo y = V1 —x? e
pelas retas x = 0 e x = 1. Essa regido € parte de quatro de uma circunferéncia de raio 1.

Figura 3 — Regiéo D, de integracdo

2

/1 — a2

-1 0 1

Fonte: Do autor (2022)

Como a figura € uma especie de retangulo polar podemos integrar essa regiao utilizando
as coordenadas polares, considerando que D, é favoravel a isso. Entdo, temos que a
funcdo z = xy ficaré:

f(rcosf,rsinf) = (rcos)(rsinf) = r?sinf cosf
Os seus limites agora seréo relacionados ao raio r e ao angulo 8, e serdo dados por: D, =
{(r, 0)|0<r< 1,% <6< n}. Assim o volume do solido no 2° quadrante sera:

1 T 1
j J (r?sinfcosO) rdf dr = —=
0 % 38

No 3° quadrante a regido de integragéo se trata de uma regido quadrada limitada pelas
retasx=-1, x=0, y=-1,ey =0.

Figura 4 — Regiéo D5 de integracdo

=1

Fonte: Do autor (2022)
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Desta maneira os limites de integracéo serdo: D; = {(x,y) | —1<x <0, 1 <y <0}
Assim o volume do solido relacionado ao 3° quadrante sera:

0 0 1
xydydx =~

Por fim no 4° quadrante, vemos que a regido de integracdo é limitada pelas retas x = 0 e
y = —1, e também pela curva x = y?2:

Figura 5 — Regido D, de integragédo

1
y=—+x

=1

Fonte: Do autor (2022)

Podemos classificar a regido como do Tipo 11, e assim D, fica delimitado por: D, =
{(x,y)]0<x <y?—1<y<0}. Assim o volume do solido no 4° quadrante é dado
por:

0 y2 1
xydxdy = ——
f_lj;) 12

O volume do solido desejado serd a soma do modulo das integrais ja calculadas em cada
guadrante:

V—5+| 1+1+| 1 7
12 8l 4
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